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   Error index for stress intensity factor (SIF) obtained from the results of finite element analysis 
(FEA) using singular elements was developed by taking advantage of the facts that the functional 
shape of displacement solution around a crack tip is known and that the SIF can be evaluated only 
by the displacements. The error index has a dimension of SIF and converges to zero when the actual 
error of SIF by displacement correlation technique converges to zero. Finite element analyses were 
carried out for some typical crack problems, including a mixed mode crack, whose analytical 
solutions are known and the validity of the index was concretely demonstrated through the compari-
son between the variations of error and index with the sizes of singular element. The degree of error 
seems to be justly estimated through the value of index. 
Key  Words  : Fracture Mechanics, Stress Intensity Factor, Finite Element Method, Error Index, 
           Singular Element
1.緒
?
任意の荷重を受ける構造物中のき裂の健全性評価
を行うために有限要素解析を行い,その結果をもとに
応力拡大係数(K値)を評価することが広く行われて
いる.これはK値の解が存在しない場合に特に有効な
手法となるが,その実用にあたっては得られたK値解
の精度判定が重要な課題となる.
有限要素解析にてき裂を含む構造を扱 う場合,き
裂先端における応力の特異性を表現 ・評価するために
多くの手法が考案されている.この中で有力なものの
一っが㎞ ωと: ,…i,V)が独立に提案した特
異要素を用いて特異性を表し,T岡3)の式によりK値
を評価す る手法(変 位法:D蜘(㎞ 珍㎞
丁繭e,以 下0)で ある.この手法の特徴は比較
的粗い要素分割で実用的に十分な精度のK値を得るこ
とが期待できる点にあり,過去において多くの研究者
がこの特異要素を用いたK値評価において,K値精度
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を礁呆するための特異要素寸法選定に関する研究を行
ってきた.しかしながら,現在においては要素寸法の
みならず 荷重条件もK値に影響を及ぼすことが指摘
され,あらゆる条件を満足する特異要素の最適寸法は
存在しないとの見解に至っている(4)
一般に有限要素解析によるK値の解は要素数を増
加させることによりその精度は向上する.しかし工学
問題である以上(特に特異要素を用いるメリットを最
大限生かすためにも)少ない要素数で十分な精度の解
が得られることが望ましく,その実現のためには二度
の解析を通じてK値の解と共にその誤差の程度を見積
もることができ,それを踏まえた補正や得られた解の
実用的観点からの適否を判断することができれば都合
がよい.一般に弾性問題における有限要素解の誤差評
価においてはZb蜘Z㎞ ら(5が提案したエネルギ
ノルムを用いての誤差指標の考え方を適用することが
考えられる(6)しかしこの誤差指標はK値の次元を持
たないため,この指標が小さくなる場合にK値 の誤
差も小さくなることは期待できても,そのK値の誤差
の程度を知ることはできない.そこで本研究ではき裂
先端変位場の関数形が既知であり,特異要素にっいて
はこの変位の関数形を一部表現しうること,またK値
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をき裂先端要素の変位のみから評価しうることに着目
し,K値の次元を有する誤差指標を開発した.
以下開発した誤差指標の考え方をまず述べ,続い
て解析解が存在する二次元弾性問題への適用例を通し
その有用性を示す.
2.DCE(DisplacementCorrelationError)Indexの提 案
き裂先端を原点,き裂の上下面を各々θ=±πとする
極座標系(r,61を考える(図1).こ の とき,x,y
方向各々の変位u,Uの一般解は,
鵬 細 綱 塩[1:1:移;]}一①
として与えられる.ここにGは せん断弾性係数,関
数 砺 」fumん"んnは次式により与えられ,添字の1,
皿は各々モー ド1,IIに,そしてu,Uは 各々x,ア方
向の変位に対応することを表す.Kはvをボアッソン
比 として平面ひずみ場にて(34め,平面応力場に対 し
(3一げ(1+のとなる量である.
1矧
n‐‐cos
2〔 号一2〕θ+〔κ+rt2・←の 一nB2
n‐sin
2(号 一2〕B-Cκ+号+(-1}"1sin
-n‐sin
2〔 多2〕θ+⊂κ+号+1)"sin
n--cos
2⊂ 多2〕θく κ÷ ←1ア〕ngcos‐2
{2)
一方,特異要素を用いる有限要素解析では,特異要
素の一辺上の変位(し0～の 照～の)を解析の結果得られた
その辺上のq鷹rpoi瓜111kの節点変位を用いる
ことにより次式として表す.
[U(r,8)_U(°,B)[/(r,8)x(0,8)]・隣811灘1緋 器 擁
・[2U(°,8)-4U(L/4,8}+2U(L,8
2V(0,8)-4V{L/4,8)+2V(L,B))ri
(4)
特異要素についてもび⑰ の毫αろの・αろ一の 〆(ろの≡
Kろ命 恥～一のを導入することにより式(3)にならったモ
ー ド分離を行い次式を得る,
[UV:(r(r:別・4U*(L/44V'(L/4:1;:鵬]涯⑤
・[4U-4V:(L!4(L/4:1翻捌 を
この特異要素を用いた計算結果よりK値を評価する手
法は種々あるが,よ く用いられるものの一つにT旧㏄y
の評価式(3)がある.こ のK値 評価式ではき裂面上
(θ=功で式⑤ と変位の一般解式(3)にて級数の第2
項までをとる場 合と対応づけることによりK値 塩
を言,.面している.具体的には,fvl(か.万ul(亦κト1,41
-Y[瑠「ノ(2勿に,ノ歪m=・嘱DC護24)屹,(T≡(27r1L)脇(1+K)と
おくことにより,
ア
B
L
FiglSh幽c副《φe】bme血
ここでJIUM五,.が奇関数,Jlun,。ん.が偶関数であるこ
とより,x軸をはさんで上下対称点の相対変位を考え
るとそれ らは単一のモー ドで表わされる(モー ド分
離)(互
綱H鰍 糊]・鮒 耽 拶1)](3)
[無H盤撫 麗1碧] ⑥
このとき㌔ では傍 πに対 しK値を評価 しているが,
特異要素は変位の解析解が示すべきθ特性が保証され
ているわけではないので,他 の特異要素の辺上変位か
らK値 を評価する場合のK値 は一般に式⑤で求めた
㌔ と異なることに留意 したい
さて,き 裂先端の十分に小 さい領域を選んだ結果
αア31う以上の高次項の影響が十分小さいとの条件が満
足 される場合には,式(3)にて級数の第2項 まで考え
ることによりこの領域の変位を十分な精度で表わすこ
とができる.こ こでき裂面上に着目し,ヵ 鼠勿=α
丑,、ズ亦0で あることより,式〔3)は真のK値1(【,K　
を用いて次のように表わされる,
隠1]=謝 ズ11]=1rG'L[K,IK,]一一 ⑦
一方特異要素のき裂面上の び(ろ勿,グ(ろ勿は式⑤ に
て定義 したκi㏄r,1(n[σを用いて次式で表わされる.
一一11一
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{s>
ここでFEAに よる各節点の変位は,変位関数に含ま
れる未定係数(特 異要素の場合7毘,rの項の未定係
数)を,エ ネルギの意味で最適になるように決定して
与えられるものであり,真の変位の解が特異要素の変
位関数に含まれていない限り,式(8)のr/Lの係数は零
とはならない.し かしここで用いる要素は適合要素で
あることから(り,要素を限 りなく小さくしていくとき
(r方向だけでなく砺 向の分割も小 さくする必要が
あることに注意),有 限要素解は真の解に近づくので,
式(8)の第2項 は0に,塩 は真の解に収束する.従っ
て式(8)の第2項 はK値 の誤差の目安 となる可能性が
あり,式(8)の艦 の係数に(α2)を乗 じK値 の次元を
持たせた次の△K血(脚1a㏄m㎝tCα℃㎞E登orh戯)
を誤差指標として提案 しDCE㎞ と呼ぶことにする.
障]-G'[銘樵 離1究] {9)
誤差指標DCEIndexの特長は特異要素の変位より直
接評価が可能であること,要素を無限に小さくしてい
くと零に収束すること,さらにK値そのものの次元を
持っという点にある.その結果従来提案されている他
の誤差指標にありがちな数回の解析によりその収束を
みるという性格のものではないため,ただ一度の解析
によりK値誤差を推定できる可能性がある.これは解
析に要する労九 結果的にコストを大幅に低減する可
能性を示唆するものである.
=2W=20㎜の片側き裂は りに..s,,,.元き裂長さ躍=
of,03のき裂が存在する場合につきその各々に対 し
瓦[σを求め,これ と次式 瓦 ぜ9)より求まる κ晦を
△KIDCEと比較 した結果(m=16)を図2右 に示す.
xf‐tan
πζ2
K,,e,=σ痂
2π ζ0.752+2.02ξ+0.37{1-・i・(頑2)}3
cos(πζ12)
(10)
図中特に説明はしていないが,各 α耀 毎にIdaに対応
する4個 のデータがあり,IJaと△DCEの大小関係が
対応 している.図中瓦㎝と△KIDCEの差は各点と原点
を通 る傾 き1の 直線 との垂直方向距離 として表 さ
れ,そ の最大値はu!GV-0.1の加=1β のときの
0.0156,すなわちKIrefを基準にしてその1.56%であ
る.IJaを小さくしていくと共に△κ嘘 は減少 し,そ
れに従って1く酊も減少 してい くことがわかる.図示
の範囲内では,△属旺 は 瓦㎝と同程度の値をとるとし
て良いようである.
3.数値計算例
6
旦
0.10
0.08
w
当oつ6
H°0.。4
0.02
以下,解 析解が存在する二次元弾性問題に対 し特
異要素を用いたFEAを 行い,DCTに より評価 し
たK値 邸 σ と解析解 鞠 の差 瓦㎜,#(1動r一鞠)を
DCEIndex△κ㏄Eと比較 した.い ずれもヤング率
E=206GPa,ボアッソン比FO3と した.Kは円筒環
状き裂の問題では平面ひずみ条件,他は平面応力条件
として評価した.ま た特異要素mは8(8)か ら始
め16,24,30と増加 させ,特 異要素寸法比Uaに つ
い て はかつ て ガイ ドライ ン と考 え られ てい た
0.05～0.20(8)にほぼ対応 し加 を1/3,1/6,1/1Z1/Z4と
変化させた(具体的には特異要素のみを再分割).
3・1一 様引張を受ける片側き裂梁 図2左 に
て一様引張(戸98M髄 受ける悩 卜10㎜,長 さH
1
6
111
Q〃
o.i
a.30
0.Ots
7ト"1一
0.000.02α040.060080.10
△κ 蓋DCIノκ 互,ef
Fig.2Actualstressintensityf乞ctorerroL鴎㎝。,and
DCEIndexOK,ncE(H/W=2,m=16,v=0.3}
ここではm=16を選択 しているが,mに 対する
モー ド1,IIのK面の変化 をQ,/W=0.1の例につ
き各々図3,4に 示す.こ こでモー ドnのK値
鞠 ㎡は理論上零であ り,数値解析結果 より式(6)に
て評価 して得 られるDCTは 誤差Ka,㎜そのもので
ある.図4で はKllref‐0による無次元化は適当では
ないので,便 宜上 σ(?u7)1々に より無次元化 して示
してある.
図4で はmの 増加は必ず しも 瓦㎝の減少 と対
応 していない.こ れ は本問題の場合モー ドIIのK
値が零であるとい うことに関係 していると考え ら
れ,一 般にK　が小 さい場合には,m,Lを 同時に
スムーズに変 えていかないと理論上予想 され る傾
向は現れないとい うことのように思われる.
一12
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また図3よ り,〃Fl6以上 とす るとモー ドIK
値への影響が無視できるよ うになる(各 点 と傾 き
1の直線 との垂直方向距離がほぼ一定 となる,す
なわち 瓦∞αと△KincEの差がほぼ一定となる)こ と
が読みとれ る。
0.10
1
03と変化 させそ の各 々に対 しDCI'を求め,こ れ を
Nkdらの解析解lo)@π1塩fMPam1ら=(0.1,0.636,(03,
1324)と比較 した結果 を図5右(〃2=i6)に 示す.
??』?
?』?
。
f1:
i1.
0.04
0.02
111
一〇.02
mModeI
24
16
B
?
?
?
?
ー
t___? ! k尚鰯σ
a.10
α08
叢 α・6擁
・・4
一〇.020.000.020.040.060.080.10
△ κIDCE/KI,ef
Fig.3Ef敵ofsh習」arek㎜tnurnbef〃2㎝ac加als㏄ss
㎞y㎞reπor瓦 ㎝andDCEIndex塩
(f建4研=αlinFig2)
0.3
oz
MO .10
ko
塁
r.
心 一〇」
s
b-0.2
㌔
ヒ ー0。3
叢
逗 一α4
一〇.5
‐o
.s
　 お 　　 　　
24°
1fiO
$o一 凄 ユ
下烈
1△詮一
}
ISI-十 一・レ
0.02
0.00
Q〃
01口
03◇
　一　…
1
◇1
1
.。67
__L,
一a.3-0.2-0.100.10.2
△κIIDCE/σ(π・)1!2x103
一一 一F
Fig4E伽ofs加幽e㎞ 確n㎜ 憶 切㎝ 測 魅
㎞αBhy㎞r㎜ 瓦 ㎝andDCEh}dex△属IDσヨ
(f耐班=0。1血1Fig.2)
3・2一 様引張を受ける円筒環状き裂 図5左
の端部にて一様引張σ=98㎜ を受ける肉厚 〃判0
㎜,平 均判頚 厚比R　fW=9S,長さ比H/W=16の
円筒内表面環状き裂の無次元き裂長 さをa!W=().1,
0.000.020.040.060.080.10
△κ1DCE/κ1,ef
Fig.5Actualstressintensityfactorerror瓦e。αand
DCEIndex△K[DcE
(瓦/〃を=95,ノYIW=16,〃2;16,レ=0.3)
図2右 同様,各i::にUaに 対応する4個のデータ
があり,Uaと鰯 蹴 の大小関係が対応している.図
中瓦㎝と△KincEの差 最大値はやは り翻7=0.1の
1/a=1/3のとき現れ,瓦 祀fを基準 としてその0.67%
である.要素を小さくすると共に△属肥 は減少し,そ
れに伴って 瓦臆も減少 していくことがわかる.この
場合も△醗 は瓦ロと同程度として良いようである.
ここでもm=16を選択 しているが,mに 対す る
モー ド1,IIのK[∬の変化 をa/W=0.1の例につ き
各々図6,7に 示す.図3,4同 様,図 中の記号
3種には各々4点 ずつデータが存在する.
0.10
112
wO
.06
更a
O.04
t
嘱0.02
11/
一a.a2
矯L一 ドー
謝L?
??
一 一
L
・
I
L計 一一 ヰー一一
1
liO.000.020.040.060.080.10
△KIDCE/KI,ef
Fig.6E伽ofs鞍e㎞ ㎝n㎜bα 溺㎝aσ剛 魅
血㎝s武y㎞re㎜ 属㎜andDCE㎞ぬx△属旺
(fara/YV-0.1inFig.5)
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0.8
00.7円
×0 .6
N
.一.
嘗 α5
U
bα4
、
廷0.3
占
網0.2
0.1
o.o
mModeII
240
1fi
80
て50
?
?
?
0
0
一つ」0 .00」0.20,3
△IIIDCE/σ(πの1/2x103
る。K値,そ してその誤差評価をFEAの 結果得 ら
れた変位のみから行 う以上,モ ー ドによ り誤差指標
比△mが 異なるべきではないとの考えのもと,
モー ドによる誤差指標比の差を一つの目安 としてそ
れが1.5%以下 となるまでmを 増や して解析を行っ
た.こ の間モー ド1の △K血嶋 はほとんど変化 し
ていない.
墾 、
zw
一 一x
6
0.10
O.08
wv
LOO6
0.04°
2H 為く
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ユ
0.00
Fig7E伽o掘㎎画e㎞ 煎n㎜1知辮 ㎝ 翻 蜘
in舳y㎞e縦or瓦皿andDCE㎞dex△駈
(fヒ】ra/W=0.linFib5)
一〇.02
誰M箇iM窃li
o.a　 O
て◇口
」璽_
0
r
.4344
0.000.020.040.080.080.10
0KncFIK≪f
Fig.8Actualstressintensityfacts)rerns)r塩andDCE
Index△駈(1卿=2,灘 〒24,{αF30°,1/=03)
この場合もモー ドHのK値Kllrefは理論上零で
あるので 、醜㎝α=漏㏄rであり,3・1節同様,図7は
σ(7tfX)1/2によ り無次元化 して示 してある,図4同
様mの 増加は必ず しもi:.,の減少 と対応せず,
邸 が小 さいときには,m,五 を同時にスムーズに
変 えていかない と理論上予想 され る傾向は現れ な
いとい うことの ようである。
また図6よ り,〃a=16以上 とす るとモー ドIK
値への影響が無視できるよ うになる(各 点 と傾 き
1の直線 との垂直方向距離がほぼ一定 となる,す
なわち1q面と△瓦㏄Eの差がほぼ一定 となる)こ と
が読み とれる.
3・3一 様 引張を受 ける有限板中央傾斜 き裂
図8左 の一様引張σ=98㎜ を受ける幅2W=30mm,
長 さH/W=2の板の中央傾斜き裂(長さ2a,角度α
=30°)の無次元き裂長さを グ研=02,0.4と変化させ
その各々に対 し瓦σを求め,これを1Uqらの解析解Ii)
(κ㎡,,属∂=(0.735,0.415,(1.138,0,605)M[Pam毘と比;較
した結果を図8右 に示す.こ の図は 〃i=24の例で
ある.
ここで最終的に 耀=24と して評価 した理由は,
図9に 例 として示すa/W=O.bの場合か らわかるよ
うに,〃2=8の 場 合 モー ド1,IIに対応 す る
△K[聡∠監fの値に最大2.74%の差があったか らであ
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漣
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薩
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Fig.9Effectofsingularelementnumbermonactual
stressintensityfactorenて)r.邸町andDCEIndex鼠DcE
(fora/W=0.6j
以上のように して得 られた図8右 のデータは,図
2右同様,各 〃研毎にZ/aに対応する4個のデータが
ありTIIaと△駈 の大小関係が対応 している。図中
塩 と△κDCEの差の最大値はモー ドIIに対 して現
れ,塩 を基準としてその3.40%である.要 素を小
さくすると共に△醗 は減少 し,それに従って 塩 も
減少する.
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4.考 察
本論文で提案 したDCEhdex△駈 はFEAの結果
得 られたK値解の誤差の目安を与えるものであ り,r
方向と砺 向の分割を適切に連動させてき裂端の特異
要素を小 さくしていく(3章の記号ではIda,1!mを
小さくしていく)と き,3章 に示 したような縦軸に
1(,㎜,横軸に塩 を採った図において,これら両者
の関係は原点に向か うようになる,すなわち1(㎝,が
零に近づ くに従い△κ血 は零に近づくことが期待され
るものである.この点はこれまでに提案 されているエ
ネルギノルムに基づく誤差指標(5)(6)と同様の1生質を持
つものといえるが,鰯 はK値 の次元で記述されて
いるところに利用する上での優位性があると考えられ
る。
3章の数値計算例において,分割を小さくしよう
とするとき本来はr方 向と連動する形で砺 向も小さ
くするのが望ましいわけであるが,有限要素分割にお
いてそれを実現す るのは手数のかかることであるので,
現実的な方法 とい うことで,実 際には砺 向の幾つか
の分割に対し,それは固定した状態でr方 向の要素の
大きさを小 さくす るとい う方法をとっている。結果に
よれば,κ は砺 向の分割に比較的鈍感であ り,瓦 の
評価にあたっては,mを ある程度の値にとっておけば
θ方向の分割には余 り気を使わなくて良いということ
がいえるようである.しか し 属 については状況が異
なってお り,その評価が必要な場合にはmを 変化さ
せて評価値の変化を調べる必要がある.いずれにせ よ
mの妥当性については,図9の ような図が描ける解析
解が得 られている場合を文橡 に,加 を小さくしてい
ったときどれだけ原点に向か うようになっているかに
よって判断される.こ こで扱った例題については採用
したmで,少 なくともその評価が重要となることの
多い 瓦 についてはこの条件を十分満たしていると判
断 され このときおよそ1△陥幽 ㎡!<o.osの領域に
おいて,誤差指標の値は誤差そのものと同程度のもの
となっていることに注目したい.本来誤差指標は解析
解が得られていない問題に対して意味を持ってくるも
のである.いま少 しの例題を通 じての検討は必要かも
しれないが,こ こでの結果は,κの解析であればm=
16以上を用い1△ 属[誕 副 く0.05におけるKlrefを
㌔ で置き換えた[△醗 輪kα05の 範囲を目安に,
誤差指標により誤差そのものの程度を見積もり,これ
により誤差補正を行 うことへの可能性を示す ものとな
っている.属 についてであるが,図9か ら分かるよ
うにmが 大きくなるにつれて,Z/aを小さくしていっ
たときのKと 塩 の関係は原点に向かっていくも
のに近づいていっている.このことからさらに大きな
mを 用いれば上述の 瓦に対するものと同様なことが
瓦 についても行えるものと思われるが,必 ず しも現
実的ではなく,この意味で特異要素 といっているもの
は 角 の評価には必ず しも適 した要素であるとはいえ
ないかもしれない.ただ一般的に混合モー ド問題にお
いて 瓦 と 瓦 にその信頼度にばらつきがあるのは望ま
しいことではなく,その際3・3節 で行ったように,
1蝋㏄函 、1。f-△塩誕H鳴flの大きさをmの 妥当性の
判断基準にすることが考えられる.本来の趣旨である
解析解が分かっていない問題に対しては,㌔ を κDcr
で置き換えた1△κ【幽 ㏄T-△邸㏄幽 αぼrlを用いれ
ばよい.
ところで最近Rahui㎞m謡②らのように高次の特異
要素を用いることにより少ない要素で精度のよいK値
評価を行 う手法が提案 されているが,3・3の混合モ
ー ド問題に対する結果から判断すると高次の要素を用
いてもなおθ方向に対する適切な要素分割(mの 選
定)を試行する必要があると予想される.この場合に
も,まずはB㎜ の特異要素と今回提案した△醍
よりmを選ぶことは有効であると考える,
5.結
?
本論文では特異要素を用いる有限要素解析結果をも
とにK値を評価するための誤差評価指標を開発 し,こ
れを ㏄E脚 ㎞(・.II・'・')㎞ と名
付けた.DCEIndexはき裂先端変位場の関数形が既知
であり,特異要素についてはこの変位の関数形を一部
表現 しうること,またK値 をき裂先端変位のみから評
価 しうることに着 目し,K値の次元を有する誤差指標
として開発 したものである。DCEhxbxはK値誤差そ
のものではないが,本論文で行った解析解が分かって
いる問題への適用結果によると,DCElndeXは,特に
多 くの問題で重要となるモー ド1のK値 評価におい
て,実 際的な砺 向の分割を用いた有限要素解析によ
り,K値誤差そのものに迅 値 をとるものとな り,実
際的な方法としてそれによるK値補正の可能性がある
ことが示された。
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